1 Logika, mnoziny a zakladni Ciselné obory

1.1 Logika

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl fici, Ze plati (je pravdivé), nebo Ze neplati
(je nepravdivé).

Definice. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.
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Definice. Konjunkci A A B vyroki A a B nazveme vyrok:

Plati Ai B.

Definice. Disjunkci A V B vyroki A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.
Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

JestliZe plati vyrok A, potom plati vyrok B.

Vyroku A v implikaci se fika premisa, vyrok B se nazyva zavér. Vyrok A je postacujici pod-
minkou pro platnost B a B je nutnou podminkou pro platnost A.

Definice. Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postacujici podminkou (platnosti vyroku) B.

A B|ANB|AVB|A=B| A< B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Vyrokova forma V' je vyraz, ktery ma konecny pocet proménnych, pficemz kdyz za tyto pro-
ménné dosadime prvky z daného oboru, obdrZzime vyrok.



Definice. Necht' V' je vyrokova forma s jednou proménnou.

(a) Vyrok ,,Pro kazdé z plati V' (x).* symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vo: V(x).

Symbol V nazyviame obecnym kvantifikatorem.

(b) Vyrok ,Existuje x takové, Ze plati V' (z).“ zapisujeme ve tvaru
dx: V(x).

Symbol 3 nazyvame existen¢nim kvantifikatorem.

1.2 Metody dikazia

* piimy dikaz

* nepiimy dikaz

dikaz sporem
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dikaz rozborem pripada

dikaz matematickou indukc{

1.3 MnoZiny

G. Cantor: ,MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzdjem riznych objektd, které
nazyvame prvky, do jediného celku.

MnoZinu definujeme vyctem prvki nebo pomoci vlastnosti, kterou museji spliiovat jeji prvky,
tj. piSeme {x € M; V(x)}, kde M je mnoZina a V' je vyrokova forma.

Definice. Rekneme, e mnozina A je ¢asti mnoZiny B (nebo A je podmnozinou B), jestlize
kazdy prvek mnoziny A je rovnéZ prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikdme inkluze a zna¢ime
A C B.Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné prvky. Prazdnou mnozinou
nazveme mnoZzinu, kterd neobsahuje Zadny prvek. Oznacime ji symbolem ().

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvorenou v§emi prvky, které patii
alesponi do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnoZin A a B zna¢ime symbolem A U B.

Je-li A systém mnoZin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnoZinu vSech prvki a,
pro které existuje A € A takové, Ze a € A.



Definice. Prunikem mnoZin A a B nazveme mnoZinu vSech prvki, které néleZeji soucasné do A
i do B. Priinik mnozin A a B znac¢ime symbolem A N B. Maji-li mnoZiny A a B prazdny prinik,
fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnoZin, pak jeho prunik (.4 definujeme jako mnozinu vSech
prvku a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.

Definice. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnoZinu prvkd, které patif do mnoziny A a nepatii
do mnoziny B. Rozdil mnozin A a B zna¢ime A \ B.

Definice. Kartézskym sou¢inem mnozin A, ..., A, nazveme mnoZinu vSech uspofddanych
n-tic

Ay X Ag X -+ x Ay ={[ar,aq,...,a,); a1 € Ay,... a, € A}

Véta 1.1 (de Morganova pravidla). Necht’” X je mnoZina a A je neprdzdny systém mnoZin. Pak
plati

X\ JA={x\4; Ac A4}

a ddle

X\[(JA={X\4; Ac A}

1.4 Relace usporadani a zobrazeni

Definice. Binarni relaci rozumime libovolnou mnoZinu usporddanych dvojic. Pokud R je bi-
ndrni relace a [a, b] € R, pak fikdme, Ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Casto v tomto piipadé
pouzivame zdpis a R b.

Pokud binérni relace R spliiuje R C A X B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci mezi prvky
mnoZin A a B. Pokud A = B, pak fikdme, Ze R je binarni relaci na A.

Definice. Necht’ X je mnoZina a R je relace na X. Rekneme, Ze R je
* reflexivni, jestlize pro kazdé x € X plati [z, z] € R,
* symetricka, jestlize pro kazdé x,y € X spliujici [z,y| € R plati [y, 2] € R,

* tranzitivni, jestlize pro kazdé =, y, z € X spliujici [z,y] € Raly, 2| € Rplati [z, z] € R,

antisymetricka, jestlize pro kazdé =,y € X spliujici [z,y] € R plati [y, z] ¢ R,

slabé antisymetricka, jestlize pro kazdé =,y € X spliujici [x,y] € R a [y, z] € R plati
xr=1.

Definice. Necht’ R je relace na mnoZiné A. Rekneme, Ze R je na A



* usporadani (nékdy také castecné usporadani ¢i neostré usporadani), jestlize je refle-
xivni, slabé antisymetricka a tranzitivni,

* ostré usporadani, jestliZe je antisymetricka a tranzitivni,

* linearni usporadani, jestlize jde o uspofadani a pro kazdé x,y € A plati [z, y] € R nebo
ly,z] € R.

Definice. Necht' < je relace uspofadani na mnozin& X a A C X. Rekneme, Ze prvek z € X je

* maximalnim prvkem (maximem) mnoZziny A, jestlize x € A a neexistuje a € A takové,
Zer<aazx#a,

* nejvétSim prvkem mnoziny A, jestlize € A a pro kazdé a € A plati a < z.

Pojmy miniméalni prvek (minimum) mnoZiny a nejmensi prvek mnoziny jsou definovany zfej-
mym zpusobem.

Definice. Necht' < je relace uspofadani na mnozin& X a A C X. Rekneme, Ze prvek z € X je
* horni zavorou mnoZiny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < z,
* dolni zavorou mnoziny A, jestliZe pro kazdé a € A plati x < a.
Mnozina A je
 shora omezena, jestliZe existuje prvek = € X, ktery je horni zdvorou mnoZiny A,
* zdola omezena, jestlize existuje prvek = € X, ktery je dolni zdvorou mnoziny A,

* omezena, jestliZe je omezend shora i zdola.
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Definice. Necht' < je relace uspofdddni na mnozin& X a M C X. Rekneme, Ze prvek G € X je
supremem mnoZziny )/, jestliZe plati:

(a) G je horni zdvorou mnoziny M,

(b) je-li prvek G' € X horni zdvorou mnoziny M, potom G < G'.
Rekneme, Ze prvek ¢ € X je infimem mnoZiny 1/, jestliZe plati

(a) g je dolni zdvorou mnoziny M,

(b) je-li prvek ¢’ € X dolni zdvorou mnoziny M, potom ¢’ < g.

Véta 1.2. Necht’ < je relace uspordaddni na mnoZiné X, M C X je neprdzdnd mnoZina a existuje
infimum a supremum mnoZiny M. Potom plati inf M < sup M.



Definice. Binarni relaci /' nazyvame zobrazenim, pokud spliuje
Va Yy, Vs (([x,yl] eEFNx,yo] €F)= 1y = yg).
Rekneme, Ze zobrazeni F je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize plati F C A x B.
Definice. Necht' F' je zobrazeni.
* Defini¢nim oborem zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
D(F) = {a; Jy: [z,y] € F'}.

Pro x € D(F) oznatujeme jednoznaéné uréeny prvek y spliujici [x,y] € F symbolem

* Oborem hodnot zobrazeni /' nazyvdme mnoZinu

H(F) ={y; Jz: [x,y] € F}.

Oznaceni. Necht' A a B jsou mnoZziny a F' je zobrazeni.

(a) Pak symbol F': A — B znamena, Ze F' je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny BaD(F) = A.
Takové zobrazeni F' nazyvame také zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B.

(b) Pokud je B = R, pak misto terminu zobrazeni pouzivime termin funkce.
Definice. Necht' A, B jsou mnoziny a f je zobrazeni.

* Obrazem mnoziny A pii zobrazeni f rozumime mnoZinu

{y e H(f); e D(f)NA: f(z) =y},
kterou zna¢ime f(A).
* Vzorem mnoziny B pfi zobrazeni f rozumime mnoZinu
{z € D(f); f(x) € B,
kterou znac¢ime f~1(B).
Definice. Rekneme, 7e zobrazeni f
* je prosté, jestlize plati

Vo,y € D(f): flz) = fly) =z =y,

* je na mnoZinu B, jestlize plati #(f) = B,

* je bijekci mnozZiny A na mnozinu B, jestlize D(f) = A a jde o prosté zobrazeni na B.



Definice. Necht' f je zobrazeni a C' je mnoZina. Pak zobrazeni definované predpisem z —
f(z), x € C ND(f), nazyvame restrikei nebo ziiZenim zobrazeni f na mnoZinu C' a znacime

jej f’c-

Definice. Necht’ f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano piedpisem (go f)(x) =
g(f(z)) pro viechna = € D(f) takovd, Ze f(z) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvdme sloZe-
nym zobrazenim (sloZenim zobrazeni) f a g, pficemZ g nazyvame vné€jSim zobrazenim a f
nazyvame vnitinim zobrazenim.

Definice. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f~!: f(A) — A definované
proy € f(A) predpisem f~'(y) = z, kde z € A je jednoznatné uréeno vztahem y = f(z),
nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

Definice. Necht' A je neprazdna mnoZina.

(a) Konecnou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1,...,n}, kde
n € N, do mnoZiny A. Pokud k +— ax, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak tuto
posloupnost zna¢ime {ay }7_,. Prvek a; nazyvame k-tym ¢lenem této posloupnosti.

(b) Nekonecnou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni n +— a,, n € N, mno-
Ziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znac¢ime {a,, }> ,,
piipadné jen {a,}. Prvek a,, nazyvame n-tym ¢lenem této posloupnosti.
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1.5 Konec¢né a spocetné mnoziny

Definice. (a) Rekneme, 7e mnoZina A ma stejnou mohutnost jako mnoZina B, jestliZe existuje
bijekce A na B. Zna¢ime A ~ B.

(b) Rekneme, Ze mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny B,
jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Zna¢ime A < B.

(c) Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost neZ mnozina B, jestliZe existuje prosté zob-
razeni A do B a pfitom A nemd stejnou mohutnost jako B. Zna¢ime A < B.

Definice. Rekneme, 7e mnoZina X je kone¢na, pokud je bud’ prizdnd, nebo existuje n € N
takové, Ze X md stejnou mohutnost jako mnozina {1,...,n}. Rekneme, 7e mnoZina X je neko-
necn4, pokud nenf koneénd. Rekneme, Ze mnoZina X je spocetnd, jestliZe je kone¢nd, nebo ma
stejnou mohutnost jako N. Nekone¢na mnozina, ktera neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Pozndmka. Pro poCet prvki koneéné mnoziny X pouzivame Casto znaCeni | X|. Dvé kone¢né
mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz | X| = |Y|.

Véta 1.3 (Cantor-Bernstein). Necht’ A, B jsou mnoZiny takové, Ze A = B a zdroveri B < A.
Pak A a B maji stejnou mohutnost.



Véta 1.4 (Cantor). Necht’ X je mnoZina. Pak X < P(X), kde P(X) je mnoZina vSech podmno-
Zin mnoZiny X.
Véta 1.5 (vlastnosti spocetnych mnoZin).

(a) PodmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.

(b) Necht’ zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je mnoZina A spocetnd.

(c) Sjednocent spocetné mnoha spocetnych mnoZin je spocetné.

(d) Obraz spocetné mnoZiny je spocetnd mnoZina.

(e) KaZdd nekonecnd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnozinu.

1.6 Ciselné obory

Mnozinu redlnych ¢isel R 1ze popsat jako mnoZinu, na niZ jsou definovany operace s€itani a
nasobeni, které budeme znacit obvyklym zplsobem, a relace usporadani (<), pficemzZ jsou
splnény nésledujici tfi skupiny vlastnosti.

I. Vlastnosti s¢itdni a ndsobenf a jejich vzdjemny vztah
II. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni
III. Vlastnost suprema: KaZdd neprdzdnd shora omezend podmnoZina R md supremum.

Véta 1.6. Necht’ M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje infimum mnoZiny
M.
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Véta 1.7. Ke kazdému x € R existuje n € N splriujici © < n.

Véta 1.8. Pro kazdé r € R existuje prdvé jedno Cislo k € Z takové, Ze k < r < k + 1.

Véta 1.9. Necht’ a,b € R, a < b. Pak existuje q € Q takové, Ze a < q < b.

Definice. MnoZinu komplexnich ¢isel C definujeme jako mnoZinu vSech uspotradanych dvojic

(a,b), kde a,b € R, pficemz pro komplexni ¢isla = (a,b), y = (c,d) definujeme operace
sc¢itani a nasobeni takto

cr+y=(a+cb+d),
e z-y = (ac—bd,ad + bc).

Necht z = (a,b) € C. Prvek a nazyvdme realnou ¢asti x, prvek b nazyvdme imaginarni
casti x. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla = rozumime v/a? + b2. Ddle definujeme 0 =
(0,0), 1 = (1,0) (sic!) ai = (0, 1). Komplexné sdruZzenym ¢islem k x rozumime &islo 7 =

(a, —b); symbol —z znadi ¢islo (—a, —b) a symbol 1/z znadi pro x # 0 (jednoznacné urcené)
&islo spliiujici - + = 1.



2 Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice. Rekneme, e posloupnost {a,,} je

* shora omezena, jestliZze mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je shora omezena,
* zdola omezena, jestlize mnoZina vSech Cleni této posloupnosti je zdola omezend,

* omezena, jestlize mnoZina vSech Cleni této posloupnosti je omezena.

Definice. Rekneme, e posloupnost {a,,} je
* neklesajici, je-li a,, < a,, .1 pro kazdé n € N,
* rostouci, je-li a,, < a,,1 pro kazdé n € N,
* nerostouci, je-li a,, > a,, pro kazdé n € N,
* Klesajici, je-li a,, > a,,1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a, } je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloup-
nost {a, } je ryze monoténni, pokud je rostouci ¢i klesajici.



2.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht' {a,} je posloupnost redlnych &isel a A € R. Rekneme, Ze posloupnost {a,, }
ma limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR,e>03ng e NVn e N,n>ng: |a, — A| < e.

Véta 2.1 (jednoznacnost limity). Necht’ {a,} je posloupnost, kterd md limitu rovnou A € R a
zdroveni md limitu rovnou B € R.. Potom plati A = B.

Definice. Rekneme, e posloupnost {a,,} konverguje (je konvergentni), jestlize existuje A € R
takové, Ze lim a,, = A, neboli plati

JAeRVeeR,e>03dng e NVn e N,n>ng: |a, — Al < e.

Je-li posloupnost konvergentni, fikime téZ, Ze ma vlastni limitu. Jestlize posloupnost nema
vlastni limitu, pak fikdme, Ze diverguje (je divergentni).
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Lemma 2.2. Necht’ {a,} je posloupnost a A € R. Pak lim a,, = A prdvé tehdy, kdyz existuje
K e R, K >0, takové, Ze plati

VeeR,e>03ng e NVne N, n>ng: |a, — A| < Ke.
Véta 2.3. Necht’ lima, = A € R. Potom lim |a,,| = |A|.
Véta 2.4. Necht’ {a,} je konvergentni posloupnost. Potom je {a,} omezend.

Definice. Necht’ {a,} je posloupnost a {n;}?2; je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak
{an, }72, nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}, pfipadné podposloupnosti
posloupnosti {a,, }.
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Véta 2.5. Necht’ {a,} je posloupnost, lima, = A € R a {ng}32, je rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Potom limy,_,, a,, = A.

Véta 2.6 (aritmetika limit). Necht’ {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = A € R alimb, =
B € R. Potom plati:

(a) lim (a, +b,) = A+ B,
(b) lim (ay, - b,) = A- B,
() je-li B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim §» = £.

Véta 2.7. Necht’ {a,,} a{b,} jsou posloupnosti, lim a,, = 0 a {b,, } je omezend. Pak lim a,,b,, = 0.



Véta 2.8 (limita a usporadani). Necht’ A,B € R, {a,} a {b,} jsou posloupnosti spliiujici
lima, = Aalimb, = B.

(a) Necht' A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a,, < b,,.

(b) Necht’ existuje n* € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a,, > b,,. Potom A > B.
Véta 2.9 (o dvou stréznicich). Necht’ {a,}, {b,} a {c.} jsou posloupnosti spliiujici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati a,, < ¢, < by,

(b) {a,} a{b,} jsou konvergentni a plati lim a,, = lim b,,.

Potom je {c,} konvergentni a plati lim c,, = lim a,,.

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,, } ma limitu rovnou oo (¢teme plus nekonecno), jestlize
VK e RInge NVne N,n>ng: a, > K.

Rekneme, Ze posloupnost {a, } ma limitu rovnou —oo (¢teme minus nekone¢no), jestlize
VK € Rdng e NVn € N,n > ng: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekonecnu, fikime, Ze ma nevlastni li-
mitu. JestliZe méd posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, Ze diverguje k oo. Jestlize md
posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikdme, Ze diverguje k —oo.

Véta 2.10 (jednoznacnost limity podruhé). Necht’ {a,} je posloupnost, kterd md limitu rovnou
A € R* a zdroveri md limitu rovnou B € R*. Potom plati A = B.

Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé). Necht’ {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = A € R* a
limb, = B € R*. Potom plati:

(a) lim (a, + b,) = A + B, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,
(b) lim (a, - b,) = A - B, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,
(c) je-lib, # 0provsechnan € N, pak lim == %, pokud je vyraz na pravé strané definovdn.
Véta 2.12. Necht’ {a,} a {b,} jsou posloupnosti spliiujici:
* pro kaZdé n € N plati b,, # 0,

lima, =AcR*aA >0,

lim b,, = 0,

e existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b,, > 0.

Potom lim ‘;—" = 00.



